Ftude d’ensembles de définition de fonctions

Prérequis impératifs.
Il faut savoir et s’entrainer a :
e résoudre des équations et des inéquations du premier et second degré.

e résoudre des équations et des inéquations avec des racines carrées.

e résoudre des équations et des inéquations avec des logarithmes ou exponentielles.

1 Etude d’ensembles de définition

1.1 Principes d’étude

Tout d’abord revenons & la définition : soit £ un nombre réel,

la fonction f est définie en x si f(x) existe.

On dira que f est définie sur un ensemble [ si f(z) existe pour tout = € I.

Toute valeur = pour laquelle f(x) n’existe pas s’appelle une valeur interdite pour la fonction f.

Trois problemes peuvent survenir lors de ’étude de ’ensemble de définition d’une fonction :

a(x)

e On ne peut pas diviser par 0; ce qui ce traduit par x — ——= n’est définie que si

b(x)
b(x) # 0.

Méthode : déterminer les valeurs interdites revient a résoudre 1’équation b(x) = 0.

e on ne peut pas prendre la racine carrée d’un nombre strictement négatif :
x +— y/c(x) n’est définie que si c(x) > 0.
Méthode : on résout 'inéquation c(z) > 0.

e on ne peut pas prendre le logarithme d’un nombre négatif ou nul : x — In (u(z))
n’est définie que si u(z) > 0.
Méthode : on résout 'inéquation u(x) > 0.

XXX ATTENTION ! parfois ces problémes se combinent, il faut tenir compte de chaque contrainte.

Exemples d’étude de fonctions avec des fractions

Déterminer ’ensemble de définition des fonctions suivantes :

_ 2 322 —5x+1 bax2—3z—1
b= M) = T T a1
3 2
2. g(z) = — 6 ilr) = % -1
zr =1 - (@) 22 —2x+1
222 — 1 2 4
3. h(z)= + N e |
dr—1  4dxr+1 7. j(x)_xQ—Qx—l
Xz
k) = T

Exemple 1 de correction
Prenons par exemple la fonction h ci-dessus. Elle comporte deux divisions ce qui nous donne deux contraintes :

1

42 —1#0 TFE
< 1

4z 4140 v

11
Ainsi, Uensemble de définition de h est 2, = R\ {Z’ Z}
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x%x REMARQUE  on peut définir une fonction en plusieurs morceaux comme, par exemple,

) = x_3six7§3

lsiz=3

Alors f est définie sur R car tout réel x possede une image, ici f(3) = 1.

Exemples d’étude de fonctions avec des racines carrées

Déterminer ’ensemble de définition des fonctions suivantes :

1. f(z)=v2zx—1 5. w(x)=+vV1—z+Vz+1
2. g(x)=Va? -1 6. v(z)=v1—2?
3. h(z)=3vVizr +1+2v4x —1 7. w(x) =1+ 22

4. l(z) =Vbx? -4z —1 8. z(z) =3V4z +1+2V1 —4x

Exemple 2 de correction
Prenons par exemple la fonction A ci-dessus, Elle comporte deux racines carrées ce qui nous donne deux
contraintes :

1

> -

dr+1> Tz

dr—1>

ST >

g

0 &
1
0 > =
T2y

1
Ainsi, 'ensemble de définition de h est &), = Z; +0o0].

Exemples d’étude de fonctions avec des logarithmes

Déterminer ’ensemble de définition des fonctions suivantes :

1. f(z) =In(z —-1) 5. v(z) =In (4 - x2)
2. g(z)=1In (x3 - 1) 6. u(x) =In(2—=x)+In(zr+2)
3. h(x) = Tin(2e 1)~ 2In(1 - 20) + In(z) 7 w(e) =In (a2 + 21 1)

4. f(x)=1In (41‘2 —br + 1)

Exemple 3 de correction
Prenons par exemple la fonction A ci-dessus. Elle comporte trois logarithmes ce qui nous donne trois contraintes :

1
2 +1>0 x>;§ .
z>0 x>0

1
Ainsi, 'ensemble de définition de h est 7, =|0; 5[
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Combinons ces contraintes

Une fois que vous maitrisez les exemples précédents, vous pouvez chercher ’exercice suivant.
Déterminer I’ensemble de définition des fonctions suivantes :

1. f(x):% 6. w(z) = In(z —3)sixz>3

9 g(x): x+1 2six=3
oz —1) 7. 4(z) =vVr+1+1In(l —2)

3. h(z) = ﬁx)

L ) V=T 8. z(z) = \/In?(z) — 1

- In(4 — ) In(x)
5. v(z) = /|l +In(ja]) 9. tx) =c © +|z).

Exemple 4 de correction
Prenons par exemple la fonction u ci-dessus. Elle comporte une division, une racine carrée et un logarithme
ce qui nous donne trois contraintes :

r—120 z>1 z>1
1<z<4
4—x>0 ~ T <4 g r<4 < .
r#3
In(4—z)#0 4—x#1 x#3

Ainsi, 'ensemble de définition de u est 2, = [1;4[\{3} = [1; 3[U]3;4][.

2 Ensembles de dérivabilité.

Nous ne traitons pas ici le cas de la dérivabilité en un point qui sera vu ultérieurement.

Soit f une fonction définie sur un ensemble D. Notons D’ ’ensemble de dérivabilité.

Rappelons que x € D’ signifie que f est dérivable en z.

D’abord f ne peut étre dérivable en un réel o que si elle y est définie, ainsi D’ est nécessairement
un sous-ensemble de D, ce qui se traduit par I'inclusion D’ C D.

Quelles sont d’abord les fonctions ne posant aucun probléme :

e les polynémes sont définies et dérivables sur R. On rappelle qu'un polynéme est une
fonction de la forme a,z" +ay_12" ' + ... +tajz+ ag ou les a; sont des constantes réelles.
Exemples de polynomes : z — 1, z — 2z — 1, & — 72 — 5z + 3...

Ce sont des combinaisons linéaires de fonctions puissances entiéres.

e la fonction exponentielle est définie et dérivable sur R

olyndéme
e Les fonctions rationnelles = porynhome

D' =D.

— sont dérivables sur leur ensemble de définition, ie
polynéme
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Trois fonctions posent réellement un probléme :

e la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0

Méthode : = — |u(z)| n’est pas dérivable en x si u(x) = 0.

e la fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0.

Méthode : = — (/u(x) n’est pas dérivable en z si u(z) < 0.

e (plus rare) La fonction partie entiére n’est pas dérivable en chaque entier relatif.
Méthode : = — |u(x)| n’est pas dérivable en z si u(z) est un entier.
Ce probléme se rencontre quand méme beaucoup plus rarement.

Il s’agit d’abord de bien comprendre les deux premiers cas.

Déterminer ’ensemble de définition des fonctions suivantes :

1. f(z) = ili 5. v(x) = |22 — 1]

_ In(z+1)

6. w(z) n(z)

z+1
2. g(x) = TP
n(z—1)
7. l(z)=Vzr+1+In(l—x)

8. z(x) =/In*(z) — 1
Vr—1
] 9. t(x):Lerij.

Exemple 5 de correction

Prenons par exemple la fonction u ci-dessus.
Vérifier d’abord que son ensemble de définition est D = [1; v/2].
u est dérivable en x si :

—1>0
v sl<zr<yV?

2—22>0

Ainsi, D’ =]1; \/5[
On a bien linclusion D’ C D.



